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1 IntroduzioneLo sopo di questo report è quello di mostrare lo stato di avanzamento del software heostruise il modello Gandini-Rusitti [1, 2℄ e di evidenziarne le ritiità dal punto di vistaimplementativo.Lo shema a blohi ingresso-usita del software è mostrato in Figura 1. Il software rievein ingresso una serie di parametri provenienti da un tool di planning elettromagnetio hedesrivono, per ogni pixel in ui è diviso il sito, la potenza rievuta proveniente dalle stazioni-radio base irostanti, ome essa sia suddivisa nei vari ollegamenti e il rumore relativo alleelle (bloo blu).
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Figura 1: shema ingresso-usita proedura di analisi di opertura UMTS - Modello Gandini-RusittiInoltre, allo sopo di ostruire una mappa di opertura del sito in esame sono forniti i valoridi soglia del rapporto segnale interferente (EC/I0) e della probabilità on ui tale soglia deveessere superata (bloo rosa) e i parametri he determinano il funzionamento del software(bloo giallo).Questo lavoro è organizzato osì da desrivere in modo aurato le selte e le proedureadottate he permettono la ostruzione della mappa di opertura; in partiolare sono de�nitii parametri d'ingresso (Sezione 2) ed è fornita una desrizione ad alto livello dei blohifondamentali (Sezione 3). I blohi fondamentali sono poi analizzati in dettaglio, sompostiin sotto-blohi e onsiderati nella loro spei�ità fornendo aluni risultati preliminari (Sezioni3.1, 3.2 e 3.3). Non essendo in possesso di dati in ingresso provenienti da tool di planningseondo standard, nei asi di studio onsiderati sono stati utilizzati quelli riportati da Gandiniet al. in [1℄ he onsiderano il ollegamento di un terminale mobile presente in un pixel on dueelle. Ciò ha permesso un'analisi preliminare delle quantità in gioo evidenziando possibiliritiità del modello e fornendo spunti per un'implementazione e�iente.3



2 Dati in IngressoI dati in ingresso possono essere divisi in tre gruppi a seonda del ruolo he rivestonoall'interno del software: (a) quelli he provengono dal software di planning elettromagnetiohe verranno proessati, (b) i valori di soglia del rapporto segnale-interferente e della proba-bilità he essa venga superata he riguardano l'analisi del sito UMTS e (c) i parametri hedeterminano il funzionamento del software.2.1 Dati in Ingresso - Tool Planning ElettromagnetioI dati d'ingresso provenienti dal software di planning elettromagnetio ontengono la de-srizione del sito UMTS he si andrà ad analizzare. In partiolare, de�niamo le seguentiquantità:
• numero di pixel in ui è diviso il sito: J .
• per iasun pixel: j = 1, . . . , J� oordinate geogra�he del pixel: G =

(
gj
1, g

j
2

).� numero di elle on ui il pixel è in omuniazione: N j .� valore medio delle potenze della elle he trasmettono nel pixel: Xj =
(
xj

1, . . . , x
j
Nj

)
[dBm].� rapporti Potenze Pilota su Potenza Totale: [P ]j =




a11 . . . a1Nj

. . . . . . . . .

aNj1 . . . aNjNj


.� rumore delle elle in omuniazione on il pixel: Cj = (c1, . . . , cNj ).2.2 Dati in Ingresso - Analisi Copertura UMTS del SitoLa opertura di un pixel seondo la de�nizione proposta in [1℄, esprime tale in onetto intermini di valore di rapporto segnale-interferente e probabilità. In partiolare, un pixel si dieoperto se il rapporto segnale-interferente ottenuto supera una data soglia γ on probabilitàmaggiore di una determinata probabilità Pthr. I dati he riguardano l'analisi del sito UMTSe he sono utilizzati nella determinazione della opertura del pixel sono dunque:

• Valore di soglia per il rapporto segnale-interferente: γ [dBm].
• Valore di soglia di probabilità he il rapporto segnale-interferente superi la soglia γ:

Pthr. 4



2.3 Dati in Ingresso - Parametri SoftwareIn questo gruppo sono raolti tutti i parametri he determinano il funzionamento del soft-ware, e he riguardano le modalità on ui sono risolte le espressioni presenti nel modello. E'un insieme in evoluzione, he varia in base alle problematihe a�rontate e alle selte adottateper superarle.
• Numero di ampioni per la disretizzazione: M .
• Tipo di ampionamento.
• Metodologia di soluzione dell'integrale.
• Metodologia inversione sistema.
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3 Proedura per l'Analisi di Copertura UMTS - ModelloGandini - RusittiIn questa parte del lavoro sono riportate le equazioni alla base del modello Gandini-Rusitti[1, 2℄ per l'analisi e la stima di operture UMTS. Tali equazioni risultano di fondamentaleimportanza per omprendere quali sono le parti prinipali he ompongo il software. A questosopo onsideriamo un sito d'indagine, diviso in J sotto-aree di dimensione ostante hiamatepixel. La opertura di un pixel j-esimo è veri�ata attraverso la seguente disuguaglianza:
Pr

[
yj > γ

]
> Pthr, (1)dove l'equazione (1) india he un pixel è operto se il rapporto segnale-interferente yj supera

γ on probabilità superiore a Pthr. La quantità desritta in (1) si alola ome:
Pr

[
yj > γ

]
= 1 − Pr

[
yj < γ

]
= 1 −

∫ Aγ

0
pyj

(
yj

1, . . . , y
j
Nj

)
dyj

1 . . . dyj
Nj , (2)dove nella parte destra dell'equazione (2) pyj è la funzione densità di probabilità della funzione

yj, de�nita ome:
yj = max

(
yj

1, . . . , y
j
Nj

) (3)ed è dunque il massimo tra i rapporti segnali-interferente relativi ai ollegamenti tra il ter-minale mobile presente nel j-esimo pixel e le N j elle he trasmettono nel pixel. Aγ invee èun opportuno dominio di integrazione he dipende dalla soglia γ.Poihè la funzione pyj non è nota a priori il alolo di (2) è reso possibile attraverso un ambiodi variabile. In partiolare, vale:∫ Aγ

0
pyj

(
yj

1, . . . , y
j
Nj

)
dyj

1 . . . dyj
Nj =

∫ Aγ

0
pxj

(
G
(
yj

1, . . . , y
j
Nj

))
det JGdyj

1 . . . dyj
Nj (4)dove, nella parte destra di (4) pxj è la densità di probabilità della potenza del segnale rievutanel j-esimo pixel, è nota, ed assume la forma di gaussiana N-dimensionale (on N numerodi elle he trasmettono nel pixel), mentre G è la funzione he mappa il rapporto segnale-interferente Y j =

(
yj

1, . . . , y
j
Nj

) on i orrispondenti valori di potenza rievuti nel pixel Xj =
(
xj

1, . . . , x
j
Nj

), e dunque vale:
Xj = G

(
Y j
)
. (5)Poihè non è possibile ottenere una forma analitia per la funzione G gli elementi di Xj sonoalolati mediante l'inversione del sistema: 6



Xj = 10 log
[(

Aj
)
−1

Bj
]
, (6)dove Aj e Bj sono desritti in [1, 2℄. Le espressioni (1), (2) e (6) indiano quali sono i blohiprinipali del software, visualizzati in Figura 2:

• Disretizzazione del dominio di Integrazione Aγ .
• Calolo dell'Integrale Pr [yj > γ], j = 1, . . . , J .
• Generazione della Mappa di Copertura.

py
DISCRETIZZAZIONE DOMINIO

INTEGRAZIONE

INPUT

INPUT

OUTPUT

INPUT

0
y

γCALCOLO Pr[y>   ]

γ

ANALISI DI COPERTURA UMTS − MODELLO GANDINI−RUSCITTI

GENERAZIONE MAPPA COPERTURA

Figura 2: blohi prinipali della proedura di analisi di opertura UMTS - Modello Gandini-RusittiOgnuno dei tre blohi è analizzato sia ad alto livello desrivendone le quantità in ingressoe in usita he nel dettaglio desrivendo funzioni e subroutine FORTRAN implementate.Inoltre, sono forniti una serie di risultati preliminari he giusti�ano le selte fatte o he sonoalla base dello sviluppo del odie.

7



3.1 Disretizzazione AγLa disretizzazione del dominio di integrazione di Aγ è e�ettuata utilizzando la subroutineFORTRAN DISCRETIZZA_SPAZIO_RASTER i ui elementi fondamentali sono diseguito riportati.Nome Subroutine: DISCRETIZZA_SPAZIO_RASTERDesrizione:La subroutine DISCRETIZZA_SPAZIO_RASTER ha lo sopo di disretizzare il do-minio di integrazione Aγ . In dettaglio, Aγ ontiene tutti gli elementi dello spazio Y ∈ Y, taliper ui vale:
Y ∈ Aγ ⇔ yn < γ n = 1, . . . , N (7)dove la ondizione (7) desrive i vettori appartenenti a Aγ ome quelli tali per ui ogni loroelemento ha valore inferiore a γ. La subroutine ampiona ognuna delle N omponenti degli

Y ∈ Aγ on il seguente passo di disretizzazione, ∆y:
∆y =

γ

M
, (8)dove, in (8) M è il numero di intervalli in ui è suddivisa ogni omponente di Y . Suessiva-mente sono generate N sequenze di M + 1 ampioni ŷn ome:

ŷn = {ymn

n = mn∆y; mn = 0, . . . , M} ; n = 1, . . . , N. (9)Le sequenze sono utilizzate per generare i ampioni di Aγ la ui espressione vale:
Y s = (ym1

1 , . . . , ymN

N ) ; m1,...,N = 0, . . . , M. (10)L'equazione (10) india he gli Y s ∈ Aγ sono generati onsiderando tutte le ombinazioni dilunghezza N degli M + 1 elementi delle sequenze ŷn. Il dominio di integrazione è dunquedisretizzato in (M + 1)N ampioni di lunghezza N . Nel proseguo del lavoro, si utilizzeràl'indie k = 1, . . .K = (M + 1)N ome indie dei ampioni, per ui (Y s)k indiherà il k-esimoampione. Inoltre, la totalità dei ampioni è indiata negli shemi a blohi on ∑Y s.Dati in Ingresso:
• DIMENSIONE: numero intero he india la dimensione dello spazio da disretizzare.

DIMENSIONE = N . 8



• LIMITI INFERORI: vettore di numeri reali N × 1 i ui elementi indiano il valoreminimo assunto dai ampioni (Y s)k ; k = 1, . . . , K. I = (0, . . . , 0).
• LIMITI SUPERIORI: vettore di numeri reali N ×1, i ui elementi indiano il valoremassimo assunto dai ampioni (Y s)k ; k = 1, . . . , K. S = (γ, . . . , γ).
• NUMERO CAMPIONI: numero intero he de�nise il numero di ampioni per lasingola omponente yn; n = 1, . . . , N . NUMERO CAMPIONI = MDati in Usita:
• SPAZIO_CAMPIONATO_RASTER: vettore di numeri reali 1 × (M + 1)N on-tenente tutti i ampioni di Aγ seondo lo standard RASTER: (Y s)1 , . . . , (Y s)K .Osservazioni:Il ampionamento �nora implementato è di tipo uniforme, ioè lo spazio Y è ampionatoutilizzando∆y di valore ostante. Questa selta è dettata dalla sempliità implementativa mapotrebbe essere non adeguata al �ne di alolare la funzione py (Y s) = px (G (Y s)) det JG (siveda in dettaglio la sezione 3.2.3) in quanto il alolo di G (Y s) omporta una trasformazionedallo spazio Y allo spazio X di tipo logaritmio, non lineare. Una selta di�erente proponel'utilizzo di ∆y non ostante e he abbia un andamento logaritmio, disretizzando in modopiù �ne (∆y di minor valore) valori delle omponenti di Y s più elevate ed in modo piùgrossolano (∆y di maggior valore) quelle meno elevate.
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3.2 Calolo Pr [y > γ]Il alolo della quantità Pr [y > γ] è e�ettuto risolvendo l'espressione (2) per ogni pixel heompone la mappa di opertura del sito. Lo shema a blohi della proedura è mostrato inFigura 3.
SOLUZIONE SISTEMA

W= A
−1

B

yp  (Y )s

py

y

CALCOLO

py
CALCOLO INTEGRALE

y

W

yp  (Y )s

γCALCOLO Pr[y>   ]

INPUT

INPUT

Pr[y>  ]γ

s

s
sΣY Σ

Σ

Figura 3: alolo Pr [y > γ] - shema a blohi on relazioni ingresso-usitaIl odie he permette il alolo di Pr [y > γ] è diviso in tre blohi prinipali: partendo daun ampione Y s ottenuto mediante il proesso di disretizzazione (Sezione 3.2.1), si ottieneil orrispondente valore W s mediante la soluzione di un sistema lineare di equazioni (i), talevalore è utilizzato per il alolo della funzione py (Y s) (ii) he viene suessivamente integrata
(iii).3.2.1 Soluzione del Sistema [A] W s = BLa soluzione del sistema avviene seondo lo shema proposto in Figura 4. Il bloo rievein ingresso i ampioni dello spazio Aγ, (Y s)k k = 1, . . . , K e, per ogni pixel, il numero dielle he vi trasmettono N j ; j = 1, . . . , J , la matrie assoiata al rapporto delle potenze trasegnale pilota e totale [P ]j ; j = 1, . . . , J , il rumore legato alle elle he trasmettono nel pixel
Cj ; j = 1, . . . , J . Tale bloo può essere diviso in tre sotto-blohi:

• ostruzione della matrie [A];
• ostruzione del vettore B; 10



• inversione del sistema W = [A]−1 B.

b1

W=[A]
−1

B

a
11

Σ sW

B
Termine Noto B

Matrice A

Metodo Inversione

INPUT

INPUT

[A]Σ sY

SOLUZIONE DEL SISTEMA [A] W = B

Σ

Σ

Figura 4: soluzione del sistema - shema a blohi on relazioni ingresso usitaCreazione della Matrie [A]La reazione della matrie [A] è ottenuta mediante l'utilizzo della subroutine FORTRANCREA_MATRICE_SISTEMA i ui elementi fondamentali sono riportati in seguito.Nome Subroutine: CREA_MATRICE_SISTEMADesrizione:La subroutine CREA_MATRICE_SISTEMA ha lo sopo di ostruire la matrie Aassoiata al sistema da risolvere. Per iasun ampione (Y s)k ; k = 1, . . . , K essa implementala seguente espressione:
A =




(ys
1a11 − 1) . . . ys

1a1N

. . . . . . . . .

ys
NaN1 . . . (ys

NaNN − 1)


 , (11)dove in (11) (ys

1, . . . , y
s
N) sono le omponenti del ampione (Y s) mentre anm; n = 1, . . . , N ; m =

1, . . . , N sono gli elementi della matrie [P ]. 11



Dati in Ingresso:
• N_DIM : numero intero he india la dimensione della matrie. N_DIM = N .
• POWER: matrie di numeri reali N × N . POWER = [P ].
• Y _V ECTOR: vettore di numeri reali N × 1, Y_V ECTOR = (Y s).Dati in Usita:
• A_MATRIX: matrie di numeri reali N × N . A_MATRIX = [A].

Creazione Termine Noto BLa reazione del termine noto B è ottenuta mediante l'utilizzo della subroutine FORTRANCREA_TERMINE_NOTO i ui elementi fondamentali sono riportati in seguito.Nome Subroutine: CREA_TERMINE_NOTODesrizione:La subroutine CREA_TERMINE_NOTO ha lo sopo di ostruire il vettore terminenoto B assoiato al sistema da risolvere. Per iasun ampione (Y s)k ; k = 1, . . . , K essaimplementa la seguente espressione:
B =




−ys
1c1...

−ys
NcN


 ; (12)dove in (12) (ys

1, . . . , y
s
N) sono le omponenti del ampione (Y s) mentre (c1, . . . , cN) sono glielementi del vettore C.Dati in Ingresso:

• N_DIM : numero intero he india il numero di righe di B. N_DIM = N .
• NOISE: vettore di numeri reali N × 1. NOISE = C.
• Y _V ECTOR: vettore di numeri reali N × 1, Y_V ECTOR = (Y s).
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Dati in Usita:
• B_V ECTOR: vettore di numeri reali N × 1. B_V ECTOR = B.

3.2.2 Studio della Matrie [A]Per individuare la tenia più appropriata alla soluzione del sistema è neessario uno studioapprofondito della matrie in [A]. Allo sopo di quanti�are l'instabilità onnessa al problemade�niamo il numero di ondizionamento di [A] η ome:
η =

λmax

λmin

(13)dove nell' equazione (13) λmax e λmin sono rispettivamente gli autovalori di [A] di valoremassimo e minimo. Il numero di ondizionamento η dà un'indiazione della misura in ui unsistema lineare risente dell'inertezza dei dati in ingresso e dunque fornise un'informazionesulla preisione dei risultati he si ottengono risolvendo il sistema lineare mediante l'inversionedella matrie. Quantitativamente parlando, valori prossimi ad 1 indiano he la matrie èben ondizionata mentre valori >> 1 sono indie di malondizionamento.Lo studio di η della matrie [A] avviene mediante il aso di test in ui un terminale mobilepresente nel pixel j-esimo è onnesso on N = 2 elle.Caso di Test
• Numero di elle he trasmettono nel pixel: N = 2.
• a11 = a12 = 3.6058. 1

a11
= 1

a12
= 0.2773.

• a21 = a22 = 3.4754. 1
a21

= 1
a22

= 0.2877.
• [P ] =



 a11 a12

a21 a22



 =



 3.6058 3.6058

3.4754 3.4754



 .
• [A] =



 a11y
s
1 − 1 a12y

s
1

a21y
s
2 a22y

s
2 − 1



 =



 3.6058ys
1 − 1 3.6058ys

1

3.4754ys
2 3.4754ys

2 − 1



.
• (Y s)k = {(ys

1, ys
2)k ∈ Y : ys

1 < 0.2773, ys
2 < 0.2877; k = 1, . . . , K}.

• Numero ampioni per omponente di Y s : (M + 1) = 50.
• Numero totale di Campioni: MN = 502 = 2500.13
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(a) (b)Figura 5: studio della matrie [A] - λmax, λmin e ηOsservazioniI risultati ottenuti sono mostrati in Figura 5 (a) e (b) e riguardano nel primo aso la totalitàdei ampioni mentre nel seondo si è selto di sottolineare l'andamento di λmax, λmin e ηnei primi 50 ampioni. Si nota ome η assuma valori elevati quando ys
1 ∼ 1

a11
e ys

2 ∼ 1
a22

,nell'ordine di 1 × 1018 ed indiando un malondizionamento della matrie [A].Allo sopo di valutare di analitiamente il omportamento di η aloliamo le espressioni degliautovalori λmax e λmin ome radii del polinomio aratteristio assoiato ad [A], alolaterisolvendo la seguente equazione:
det |[A] − λ [I]| = 0 (14)dove in (14) [I] è la matrie identità mentre λ sono gli autovalori di [A]. Sostituendo lade�nizone di [A] si ottiene:

det

∣∣∣∣∣∣



 a11y
s
1 − 1 − λ a12y

s
1

a21y
s
2 a22y

s
2 − 1 − λ





∣∣∣∣∣∣
= 0 (15)da ui segue la seguente equazione:

(a11y
s
1 − 1 − λ) (a22y

s
2 − 1 − λ) − (a12y

s
1) (a21y

s
2) = 0. (16)Ponendo a11 = a12 = k1 e a21 = a22 = k2 vale:14



(k1y
s
1 − 1 − λ) (k2y

s
2 − 1 − λ) − (k1y

s
1) (k2y

s
2) = 0, (17)dopo aluni passaggi matematii si ottiene:

λ2 + λ (2 − k1y
s
1 − k2y

s
2) + (1 − k1y

s
1 − k2y

s
2) = 0. (18)Risolvendo per l'inognita λ:

λ1,2 =
(k1y

s
1 + k2y

s
2 − 2) ±

√
(2 − k1y

s
1 − k2y

s
2)

2 − 4 (1 − k1y
s
1 − k2y

s
2)

2
, (19)da ui si ottengono le due espressioni per λmax e λmin:

λmax =
(k1ys

1+k2ys
2−2)+

√
(2−k1ys

1−k2ys
2)

2
−4(1−k1ys

1−k2ys
2)

2

λmin =
(k1ys

1+k2ys
2−2)−

√
(2−k1ys

1−k2ys
2)

2
−4(1−k1ys

1−k2ys
2)

2

. (20)Riordando la de�nizione di η (13) si impone la ondizione di esistenza:
λmin 6= 0 (21)da ui segue:

(k1y
s
1 + k2y

s
2 − 2) −

√
(2 − k1ys

1 − k2ys
2)

2 − 4 (1 − k1ys
1 − k2ys

2) 6= 0. (22)Si nota ome la ondizione (22) è garantita se vale:
(1 − k1y

s
1 − k2y

s
2) 6= 0 (23)Inoltre la matrie [A] è de�nita positiva[1℄ per ui i suoi autovalori devono essere maggiori di

0; da questo segue:
(k1y

s
1 + k2y

s
2 − 2) −

√
(2 − k1ys

1 − k2ys
2)

2 − 4 (1 − k1ys
1 − k2ys

2) ≥ 0 (24)he porta alla ondizione:
(1 − k1y

s
1 − k2y

s
2) ≥ 0 (25)utilizzando le ondizioni (23) e (25) si ottiene:

(1 − k1y
s
1 − k2y

s
2) > 0 (26)da ui segue: 15



k1y
s
1 + k2y

s
2 < 1 (27)La ondizione (27) india il dominio di esistenza della funzione G e soprattutto porta ad unanuova de�nizione dei vettori Y ∈ Aγ ome:

Aγ = {(y1, y2) | y1 < γ; y2 < γ; k1y
s
1 + k2y

s
2 < 1} .Il alolo di η ai ampioni (Y s)k ; k = 1, . . . , K per ui vale la (27) è mostato in Figura 6.Il valore massimo di η è ira 30 rispetto ad un η ∼ 1017 nel aso preedente. In ogni asosarà neessario l'utilizzo di tenihe di inversione so�stiate, diverse da quelle lassihe, allosopo di garantire l'auratezza della soluzione.
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Figura 6: studio della matrie [A] - λmax- λmin- η - per Y s per ui vale la (27)
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3.2.3 Calolo Funzione py (Y s)Il alolo del valore della funzione è ottenuto seondo il proedimento desritto in Figura 7ed implementa la seguente espressione:
py (Y s) = px (Xs) det JG (28)dove nell'equazione (28), Y s è un ampione dello spazio Aγ, Xs = 10 log10 G (Y s) è il valore dipotenza dei ollegamenti pixel-elle assoiato ad Y s e det JG è il determinante della funzione

G.

1
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p  (X)x

detJ
E

Calcola
Determinante

Crea JT

W s

Calcola Determinante JG

y
sp  (Y )

[JT]

detJE

detJT

Xss

detJG

Calcola Gaussiana

INPUT

INPUT

y

10log (W )
10

CALCOLO p  (Y )s

Σ

Σ

Figura 7: alolo py (Y s) - shema a blohi on relazioni ingresso-usitaSi noti ome i blohi prinipali sono due: (a) il alolo del valore di una gaussiana N-dimensionale nel ampione Xs = (xs
1, . . . , x

s
N) e (b) il alolo del determinante della matrieJaobiana di G, det JG. Questi blohi sono desritti nelle seguenti sezioni, evidenziando iparametri d'ingresso e d'usita, le espressioni he vanno ad implementare e mostrando alunirisultati preliminari.Calolo Gaussiana N-dimensionaleIl alolo dei valori he gaussiana N-dimensionale è ottenuto attraverso la funzione FOR-TRAN N_DIM_GAUSS, i ui elementi fondamentali sono di seguito riportati.
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Nome Subroutine: N_DIM_GAUSSDesrizione:La subroutine N_DIM_GAUSS ha lo sopo di alolare il valore di una gaussiana N-dimensionale in un punto. In dettaglio, essa implementa la seguente espressione:
px (Xs) =

1

(2π)N/2 det Σ1/2
exp−

1

2

[
Xs − µ

]t
Σ−1

[
Xs − µ

] (29)dove nell'equazione (29) N è la dimensione della gaussiana e orrisponde al numero di ellehe trasmettono nel pixel, µ è il vettore dei valori medi, Σ, Σ−1 e det Σ sono rispettivamentela matrie di ovarianza, la sua inversa e il suo determinante.Dati in Ingresso:
• N_DIM : numero reale he india la dimensione della gaussiana. N_DIM = N .
• MU : vettore di numeri reali valori medi N × 1, i ui valori rappresentano la potenzatrasmessa dalle elle nel pixel onsiderato, alolati dal tool di planning elettromag-netio. MU = µ = X.
• SIGMA : matrie di numeri reali, N × N , è la matrie di ovarianza assoiata allagaussiana. SIGMA = Σ.
• INV SIGMA : matrie di numeri reali, N × N , è la matrie inversa della matrie diovarianza. INV SIGMA = Σ−1.
• X_V ECTOR: vettore di numeri reali N × 1, i ui elementi sono alolati medianteinversione del sistema in 3.2.1. X_V ECTOR = Xs.Dati in Usita:
• N_DIM_GAUSS: numero reale, è il valore della gaussiana N-dimensionale alolatoin X_V ECTOR.
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RisultatiCaso di Test (1):
• Dimensione gaussiana N = 1.
• Valore medio: µ = −94.06 [dBm].
• Varianza: σ2 = 8 [dBm].
• Valori alolati: Xs = xs

1 | xs
1 ∈ (−µ ± σ2) xs

1 ∈ (−128.06,−70.06) [dBm].
• Numero ampioni: M + 1 = 100.
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Figura 8: Caso di Test (1) - Gaussiana ottenuta dalla funzione N_DIM_GAUSS - N = 1
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Caso di Test (2):
• Dimensione gaussiana N = 2.
• Valore medio: µ = [−94.06,−95.26] [dBm].
• Matrie di ovarianza: Σ =



 σ2 0

0 σ2



 =



 8 0

0 8



 [dBm].
• Valori alolati: Xs = (xs

1, x
s
2) | (xs

1, x
s
2) ∈ (−µ1 ± 3σ2,−µ2 ± 3σ2), xs

1 ∈ (−128.06,−70.06) [dBm],
xs

2 ∈ (−129.26,−71.26) [dBm].
• Numero ampioni: (M + 1)N = 502 = 2500.
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Figura 9: Caso di Test (2) - Gaussiana ottenuta dalla funzione N_DIM_GAUSS - N = 2OsservazioniI risultati ottenuti, visualizzati nelle Figure 8 e 9 mostrano ome il alolo del valore dellagaussiana N-dimensionale non sembra portare a problemi di tipo numerio.
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Calolo Determinante di JGIl alolo del determinante della funzione Jaobiana di G segue l'approio desritto in [1℄, inui sfruttando il teorema della funzione omposta e quello della funzione inversa si ottiene:
det JG =

1

det JE det JT
(30)dove nell'equazione (30), det JE e det JT sono rispettivamente il determinante della funzioneJaobiana della funzione E e della funzione T [1℄.Calolo Determinante JEAll'interno del software tale alolo è e�ettuato dalla subroutine DETERMINANTE_JE,di seguito desritta.Nome Subroutine: DETERMINANTE_JEDesrizione:Il alolo del determinante della matrie Jaobiana, det JE della funzione E : X → W [1℄sfrutta le aratteristihe della matrie JE in quanto essa è del tipo:

JE =
ln 10

10




10xs
1/10 0 . . . 0

0
. . . ...... . . . 0

0 . . . 0 10xs
N

/10




(31)dove nell'equazione (31) (xs
1, . . . , x

s
N ) è un elemento dello spazio X. Essendo la matrie ditipo diagonale, il determinante si alola moltipliando gli elementi presenti sulla diagonale;inoltre utilizzando le proprietà dei logaritmi si ottiene:

det JE =

(
ln 10

10

)N

10
∑N

n=1

xs
n

10 (32)Dati in Ingresso
• N_DIM : numero intero he india la dimensione della matrie. N_DIM = N .
• X_V ECTOR: vettore di numeri reali, N × 1: X_V ECTOR = Xs. I valori di

X_V ECTOR sono alolati mediante la soluzione del sistema.
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Dati in Usita
• DET_JE: Numero reale, valore del determinante della funzione Jaobiana di E.

DET_JE = det JE .
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Calolo Determinante di JTIl alolo del determinante di JT avviene in due passi: (a) è ostruita la matrie JT men-tre suessivamente (b) è alolato il determinante. In partiolare, la ostruzione di JT èimplementata dalla subroutine FORTRAN CREA_MATRICE_JT mentre il alolo deldeterminante è e�ettuato mediante la subroutine FORTRAN DETERMINANTE.Nome Subroutine: CREA_MATRICE_JTDesrizione:La subroutine CREA_MATRICE_JT ostruise la matrie Jaobiana di T : W → Yde�nita ome:
JT =




δy1

δw1
. . . δy1

δwN

. . . . . .
δyN

δw1
. . . δyN

δwN


 , (33)alolando gli elementi seondo le espressioni:

δyn

δwn
=

an1w1+...+a(n−1)(n−1)wn(n−1)+a(n+1)(n+1)wn(n+1)...+anN wN+cn

(dn)2
, n = 1, . . . , N

δyn

δwm
= −anmwn

(dn)2
, n, m = 1, . . . , N n 6= m

dn = an1w1 + . . . + anNwN + cn; n = 1, . . . , N

(34)Dati in Ingresso
• N_DIM : numero intero he india la dimensione della matrie . N_DIM = N .
• POWER: matrie di numeri reali N × N . POWER = [P ].
• W_V ECTOR: vettore di numeri reali, N × 1. W_V ECTOR = W . I valori di

W_V ECTOR sono alolati mediante la soluzione del sistema in 3.2.1.
• NOISE: vettore di numeri reali, N × 1. NOISE = C.Dati in Usita
• JT : matrie di numeri reali, N × N . Matrie Jaobiana di T .
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Nome Subroutine: DETERMINANTEDesrizione:La subroutine DETERMINANTE alola il determinante di una matrie quadrata A N ×

N sfruttando la deomposizione LU . In dettaglio, la matrie A viene deomposta seondol'espressione:
A = PLU (35)dove in (35) P è un matrie N × N detta matrie di permutazione, mentre L è una matrietriangolare inferiore de�nita ome:

L =




1 0 . . . 0

l21
. . . . . .

...... ... . . . 0

lN1 . . . . . . 1




. (36)In�ne, U è una matrie triangolare superiore de�nita ome:
U =




u11 u12 . . . u1N

0
. . . . . .

...... ... . . . u(N−1)N

0 . . . . . . uNN




. (37)Il valore del determinante si ottiene sfruttando le proprietà delle matrii diagonali dallaseguente espressione:
det A = det P det L det U, (38)dove nell'espressione (38) det P è il determinante della matrie P e vale:

det P = (−1)S (39)on S numero di righe sambiate nel proesso di deomposizione, mentre det L = 1 visto hegli elementi sulla diagonale valgono tutti 1. Riordando he A è una matrie de�nita positiva(det A > 0) si ottiene:
det A =

∣∣∣∣∣

N∏

n=1

lnn

∣∣∣∣∣ (40)24



Dati in Ingresso
• N_DIM : numero intero he india la dimensione della matrie . N_DIM = N .
• A : matrie di numeri reali N × N di ui si alola il determinante.Dati in Usita
• DETA: numero reale, determinante della matrie A.

RisultatiCaso di Test (1):
• Numero Celle N = 1.
• Valori alolati: Xs = xs ∈ (−128.06,−70.06) [dBm].
• Numero Campioni: M = 100.
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Figura 10: det JE- det JT - det JG - N = 125



det JE det JT det JG

max value 9.0135 × 109 2.2709 × 10−6 6.2644 × 101

min value 7.7403 × 103 4.0199 × 10−11 5.6888 × 104Tabella I: valori massimi e minimi di det JE- det JT - det JG - N = 1Caso di Test (2):
• Numero Celle N = 2.
• Valori alolati: X = (x1, x2) | (x1, x2), x1 ∈ (−128.06,−70.06) [dBm], x2 ∈ (−129.26,−71.26) [dBm .
• Numero ampioni: M × M = 50 × 50 = 2500.
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Figura 11: det JE- det JT - det JG - N = 2

det JE det JT det JG

max value 7.3391 × 1019 3.9123 × 10−14 5.7274 × 1010

min value 4.2196 × 108 1.5290 × 10−23 6.3906 × 103Tabella II: valori massimi e minimi di det JE- det JT - det JG - N = 226



OsservazioniCome si nota dai gra�i di Figura 10 e 11 e dai dati riportati nelle Tabelle I e II, il alolodel determinante diJG risulta ritio per i valori delle grandezze in gioo, in partiolare nonsi eslude, per valori di N elevati (N ∼ 10 ) di problemi di over�ow nel alolo di det JE edi approssimazione nel alolo di det JT . Una possibile soluzione a tali problemi prevede ilalolo di det JG seondo la formula:
det JG = det |JEJT |

−1 (41)Nell'equazione (41), det JG è alolato mediante la determinazione del determinante della ma-trie inversa JEJT . Seguendo questo approio, i valori ottenuti mediante la moltipliazioneriga-olonna delle due matrii, hanno un range di valori inferiori, in quanto gli elementi di
JE (di valore elevato) sono ompensati da quelli di JT .
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3.2.4 Calolo Integrale ∫Aγ
py (Y ) dy1 . . . , dyNLe operazioni prinipali he portano al alolo dell'integrale e suessiva determinazione di

Pr [y > γ] sono mostrate in Figura 12. In dettaglio il alolo di ∫Aγ
py (Y ) dy1 . . . dyN avvieneutilizzando la seguente espressione:

∫

Aγ

py (Y ) dy1, . . . , dyN =
K∑

k=1

py ((Y s)k) ∆y1 . . .∆yN . (42)L'espressione (42) alola l'integrale ome sommaria di elementi di volume �niti ottenutimoltipliando il di�erenziale disretizzato on il valore della funzione py (Y s).
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CALCOLO INTEGRALE
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Figura 12: alolo ∫Aγ
py (Y s) dy1 . . . dyN - shema a blohi on relazioni ingresso-usitaNell'implementazione del odie si è selto di utilizzare la tenia di integrazione he utilizzala funzione a gradino [3℄ appliata al aso N-dimensionale. In questa tenia il di�erenzialedisretizzato è un iper-ubo di dimensione N − 1 mentre il valore di py ((Y s)k) è il valoreassunto dal k-esimo ampione. Tale approio permette un alolo dell'integrale veloe ebenhè presenti un errore superiore rispetto ad altre tenihe numerihe la veloità può esseresfruttata aumentando il numero di ampioni.28



3.3 Creazione della Mappa di Copertura del SitoLa ostruzione della mappa di opertura avviene in due passi (Figura 2): (a) il valore pree-dentemente alolato di Pr [y > γ] è omparato on il valore di soglia di probabilità Pthr. Sevale Pr [y > γ] > Pthr allora il pixel è operto altrimenti il pixel è non operto.
MAPPATURA

Pthr
Pthr

(g  , g  )
1 2

VERIFICA COPERTURA

Pr[y>  ]γ

Pr[y>  ]γ

ON/OFF

OUTPUT

GENERAZIONE MAPPA COPERTURA

Figura 13: Creazione Mappa di Copertura - shema a blohi on relazioni ingresso-usitaUna volta determinata la opertura del pixel, tale valore è assoiato alla posizione geogra�adel pixel (b) (mappatura) osì da ottenere la distribuzione spaziale della opertura. Con-siderando tutti i pixel he ompongono il sito si arriva dunque alla reazione della mappa diopertura he ostituise l'usita del software.
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